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"De differcntiasloperator van Lic®

Co'drdinaten in X : tg,' K: ,n Transformatie van cen codrdinatenstelec!
(k) in een, ander coordma‘censtelsel (K)
g AT g D (KD 4
Functies analytlsch in het bcschouwde gebicd,
Bnigc grootheden Scalar P ¢ invariant

' ' Contrav.veetor u 3 w": Al u

cov.vector W, w, = = A oWy
affinor ,bijv. P“A F".{'f,a‘* AK'A*; /;' Pﬁ#

Groothcden gegeven als funeties der SK heten velden,
Punttransformaties in X, . Laat cen gobied R ven X_ door dc omkeerbr:
punttransformatie
2) | f(%) ﬂeuam)*o

ovcrgaan in eecn gebled R . Zowel é alq zijn cobrdinaten t.0.v,

.0

het coordlnatenstelsel (K) . Introduceer nu in R een m.eu.w -cobrdirs

stelsel (K) zodat de Y( numeriek gelijk worden aan dc S van het

becldpunt in R: ~

3) '.7“': 5:’ « ; g‘ig {1 als k en k' correspor
0 in het anderc geval

Is dan

4) 5" = o (n")
de omka,rlng; van (2) dun lS

5) 7 Ly Y

voor iedere keuzec van Yg Das 18 de transformatie (K —) gegeven door
6) S S 5 ) |

‘De overgangikl —» (k') heet hct mceslcpen van het coordlnatensys‘aoem ()
‘door de punttransformatie (2). Populaire voorstelling: Vul Xn pilexy
gclatine ¢n teken in de gelatinc een fijn coordlncwtexmat«wsrk van (K}
Transformécr den do X, met gcletine on al, dan gaat hg“ﬁ netwerk ove.
in hot nctv.rork van (K). ' | |

A .
Meccslepen. van cen veld. Teat nu ecn veld bijv. P.;,i gegeven zijn iv
R en construcer in R’ ecn ander vold, welks kenta.llon P . /.a‘ ten or -
zichte van K numerlek gellgk zijn =aan de P }u in he‘t boeldpun'b




-2 -
in A . Den zogt men det P ontstest uit P door het mecslopen van
het veld §> door dc_ punttransformatic (2)., Populeire voorstcllings
tcken de grootheid in cun groot asntal punten van R op infinitesimelc
schaal in het nctwerk van(k) in dc gelatine (bijv, als pijltje ale dc
grootheid een contravariente vecctor). Transformeer de Xn met de gel -
tine, dan ontstaat het mccgeslecptc veld.

Stcl dat R en R ecn gebied gemecn hcbben, Dan kan men P en P met
elkasr vergelijken. Is den P P,k’f p (nu natuurlijk ’ootrokken op
hetzelfde cobrdinatenstelsol) dan zegt men dat het veld f’ invarica:

iz t.,0.v. de punttransformatie (2).

. K ¢A
Infinitesimele punttransformetics. Beschouw vectorveld u“: ¥ ( 53 ‘
de differentieseclvergelijking

® K, &

wasrin 1 ecn onafhpnkclijke parameter is on deo q worden beschouwd ol
functies der g . Iaten dc beginvoorwenrden zijn 'Q g voort-o . 1
oplossing hecft de vom

8) v} 5 + ¥ f.f,)t + .

en dit stelt bij veranderlijkc ‘g cen punttrensformatia van 7(\ voor, l.-
van één parameter-afhangt, Is t dc¢ tijd dan schuiven dc¢ punten ve.n/f

langs de¢ stroomlijnen van hot veld T , dat zijn de krommen dic ovel

dc richting van de pleatselijke vector " hebben, De omkering van (8}
hceft de vorm

9) ‘ék ANRVAIEPL SN
Wordt dus nu (k) mcegeslocpt dan goeft (6) de transformatie (k) —(x").
10) :5 - 5 Sov't+..
{g S'" 5 + Vv t + ..
en dus A _

A';.za‘*(Auta T )

(8) en (9) stellen cen éénledige (d.v;..z. van ecn peremcter efhangond.
transformaticgroep voor. Verwaarloost men in (10) alle hogere machi<
van b en sehrlgf'b men dt in plasts van b dan krijgt men wat Lic noc“zi
de infinitesimele transformatie die de ecnledige grocp vwrthr@ngjg
(erzeugt) t |
12) ‘gﬁcg*qr((gwt
Daarbij behoor"t de wordinatentranafomatie: (K) — (K"
13) Cg &(g 8. )h - E) (A, +akudt)

| 5 5 dt ; Ay = s",e(A - Oy v'dt)




. Wordt ecn codrdinatenstelsel of ecn veld door de infinitesimale trans-
formetie (12) meegesleept, dan zegt men dat het over v'dt wordt mee—
gcsleept. Neem b.v, ihet veld P . Dan zijn de kentallen ven hetﬁ-
g@sle“ep'he veld in s odt ten opzichte van (k) numeriek gelijk aan

?e ;;D-A ter plaatse £°. Do kentallen aldasr t.0.v. (x) 2zijn dus blijroi.
- (13

PR A I
AR 8o 8P = (N 0 a) PT, (AL 43, v'at) -

= Pk; - F’?f bav’&t + F’a\ dp Udt

en,‘de kezntallen ter plaatse ;K vinden we door van dezc wasrde nog

U9, P dtaf te trekken. Voor de veldwaerde in ng t,0,v, (K) , diec wet

| de veldwoerde Py aldeer vergelijkbasr is, volgt dan

- 15) P, -Vﬁaﬂ PYady - P‘ff d,vidt + PT, Dy vidt

Het verschil van de o%e en de nieuwe veldwaarde ter plactse g“ heet

| dc différcntieal ven Iie t,0.v, ¥ dbt en de uitdrukking

16) I Py o= v PTy s Pipd, vl BT dpv"

de afgeleide van ILie van het veld P_'; t,0,v. het veld 1", (Voor meer
‘indices net zo, voor elke boven (onder) index komt er een term met cec:

\ negatief (positief) teken., Is er een symmetrische lineaire overbrengir

den mag men in (16) b}‘ vervengen door T Vormingen van dit soort r.. :

: bij Lie, expliciete opstelling Vvoor bijzonderc gewallen, Weitzenboek,

| Invariantentheorie 1923, 375, Lepage 1929, algemeen Slebodzinski 1931.

Beide onafhenkelijk ven Lie. Nasm voorgesteld door van Dantzig 1932.

Toegepzast op deformatieproblemen door Séhouten-v,Kempen 1933, Sindsdicc

vecl gebruikt voor deformatieproblemen wvyoral door Engelse auteurs.

L 14)

De_zes covariante differcntialen, Isat in de X, eecn linecire overbren-
ging gegeven zijn met paromcters !’;,
(bijv. met Riemannscheruimte U,; net
fundamentanltensor ¢, S;:z}:,‘{
Zij ¢ cen veld (indices onderdrukt)
Dan zijn cor in<§“+ v'dt in het alge-
| meen (niet altijd) dric veldweardcu:
gc}vlt de gewome .veldwaarde ¢ +d @,
de pseudop.versch.volaw, $+d ¢
de meegeslcepte veldw, <}5+d $
Dec verschillen zijns
 de covariante differentieal § ¢
6134 de Lig diffcrentisel T @db
de schijnbare differen‘biaal%&&t ’
Bovendien ken het zijn dat er tengevolge van de¢ deformetic in (gk‘?ff"fk@% 5
een wasrde ontstaat e i

. q$+<;¢

de gevarieerde veldwaarde ,}g¢d’h
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(bijv. als & do kromming of de torsic van een over 'dt verplastste
kromme is). Den ontstaan or nog drieeﬂvmante differentialen,

de natuurlijke veriatic dt L‘ & = cw de

de absolute variatic dtT & - dq: ddv

de geodetische variatie dtﬁt& déadé
Dec ebsolute variatie is de bela.ngrijkate Sleep het gevarieerde
veld :Ln{é«» v'dt tarug naar cg « Den is deo veldwaarde aldaar

Gb**d b-d¢ = ¢+ Bqﬁdt Bc# geeft dus precics de invlced der d
formatie, Voor de differentiaalquotienten ,'ﬂq{: , D ¢,He geldt

!

P, met ruat geleten ¢ mecggelecpt ¢ pseudop.verpl.

17) A de 44 agL
T¢ --74 14 - L8
Nd = o D¢ :=D¢
Ne < T B¢ %

S

K

Voorbeeld 1 In een Zf,, wordt de punttransformatie Cé £K+ vdt
ultgevoerd Hoe verandert het llanelement? Sleecp (k) mee don is
ij o en lant 9 x met rusv, dan is Dﬁm = I g

18) Dds-]]{%dcga(gﬁ-a 'd‘gcfcéﬂ

‘%:s“'dﬁ (v7 "n&x 3,w“7>."+3af‘%”)
= Y a; ‘ié ab'

ds ds.
Dus is de maetinvarla.nt als

19) { vo «)

Voorbeceld 2 Deformatie van een kromme in M Slecp het cobrdin: -
tenstelsel (k) mee en sleep ook de maat § op de kromme mee. Slecp
later de kromme met S en het veld 9, terug over v dt

20) dtI}st - dtj:ﬂds:dt s‘v dﬁ d_.g. =

-&fJKS'U -dt(\h v")s 5 ’d“t J-ivk)"‘ -

_dt j v £y ds
U"“’ 16 V o in de elndpun'ten verder willekeurig. j{_“" =0 1s dco
ecrste voorwaarde voor een gcodetische lijn

(vergelijking en tensor van Killi

e
$1s, 21) 2 BJS—J g/ -V, S'J *S(Vk,}y

is nul voor een geodetische lijn indien overal v j,

Men kan verder gaan en vragen naar de variatie van de 1o krawmlrﬂ
2¢ kromming, enz, Dit gcbeurt met behulp ven de operabor Bv -v I}
die de regel van Ieibniz volgt bij toepassing op praaumen en ww
ven het resultast voor de drie gevallen veld in rust, veld mocge -
sleept en veld pscudoparalelverplestst ken worden ultgerekencl
‘doen dit voor de gerste kromming voor het geval ven een U’ in

W /A '4"‘*"‘7“" -Cm./




L0 1 A OSSR 5"

Defoxmatw ven een ?f in 'lf De “l/' zig:
§ a4 (1 3 s o

>

F({ s8 X = ’W\‘P’ﬁ)r }"‘

Sk
De o zign coordinaten m Qf De groctheden

| 24? | flg ’aé’ix 3 z BAF‘ |

zijn de gomtra- en de govariante verbindingsgrootheid der me De
fundamontaaltensor in /If' is

25) : gga_ = 36 d.;)x

Met behulp van 3,) C; ,j&‘,f), kan men iedere grootheid in )/
of in een localeR , & )(mels grootheid in Xhopvetten en dus
kentallen in X, met gr:r. indices geven. Bijv.
26) ]h b ’3 :’.))g }}v
Sleep (&) mee en ook het coordln"tenstelsel () in X . Ioat (?Min
rust. Dan is B Broe dus x
e 2 ;;u%% sre = BeBLD g, = 1By D, Aa

/\ya a?)u‘(gga) dzvn is :
28 ,‘7 _JJ

95 jiﬂ,

en dus

D" By gy BB v

Het volume-element van 7fis €T, = yé’hl d7 Blago‘mlg is

0 »
30) :Dch zA g /3 ~c:/r7 2 y;"" .B{B 1723’1/,,)
,.;t/ B VA’I/‘C/Z’:-.-? .B ) 7 1,
Is ’2{’ dus 3)1/,(::0 den komt er
5y Jz. **j 6*;5/0 K%Bmf/fm&—-; 3 34/ AT o mMuyds,
meer :
. P P
32) ;f z M 3) '@

} kal
de kromteaffinor der X,,cn M * - g % ) de gemiddelde krombtow ’r,o
der U, is.V,, is een mlnima':al—/y als M%q . Is dan v L, dan is
de veriatic ven ieder volumeclement nul. Is @ ¥ niet ,L’lf maar = 0

op de rand van ecn gebied T,, dan 1s

33) dtD[dZ" ....,df[m/"fvcft +n/i;f‘7)(?;\x’ifk)dz‘m

Tha i
De tweede 1n’ccgraq.l verdwx;nt ingcvolge Stokes ecn de cerste intc -

is nal voor - Meo.
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De verla’cle van '(‘f{’ ) wordt "«ls volgt gevonden « '

34) :D&f 25‘25 Bl Bs- B. B Dy B;

Mear nu kan men uitrekcncn dat

35) & - & K v < T
(fDVf,——V(,D):BG- ::A..... B« ’U,{f}f + :B?Q/:g“(o
V3l G Uy B (L) - T %)
en duas .
36) X PN & P n® T
D r'ﬂi} ‘*Eﬂgl'ry:,;‘(c * :b/“’B) quf-‘f’ *
Nu is |
& ' o
37) DBy Dg¥Bp 9.,B. -
¥ e e
x :B‘QBQ:D ?‘zg gtﬂ/ =
- zdé} re of f?,,(g
enrdus & p “« . - '
- 38) :B/A:BA %If)BgerPg@ﬂ;V{ach?% :
' v e
2 -2 / ﬁy(o %jﬂ)
zodat tcnsl%tte ’ o p P
LY 1 G o VA
39), 1)%/;,,3:*3/“3) Cr’i’.G[‘o jj ’€ gf

Hicruit volgt als n.e.v. voorwaarde voor ccn ‘aransforma’cie dic iedc”
geodetische U, {Qf;'fa) geodetiseh laots
40)
EF C Q/"Q =

voo:c iedere keuze vanfBA en C'; Dit is e2llecen mogelijk indien

~ x),u VY Vik %y = Vi D)+ Y V[)’Vx} jk() )
wWeex 733 ecn willekeurige veetor is, Voor ecn 'R (euklidische V ) I
gaat overal V) in 73) over cn on’cstaat de dlffcrentl wlvcrgollgkln“ﬂ :

der infinitesimale ‘transforma“ales die alle vlakke uitgc bTOlﬁ‘hf}dO% ;-
vlak laten,

' -.q--.--un_- :
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